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matic,  se kterou  je  spojeno prostředí Matlab. V něm  je vytvořen  jednoduchý program pro 
tvorbu  geometrie  hřídele  a  výpočet  požadovaných  hodnot. Druhou  je metoda  konečných 
prvků, která je prezentována v programu Ansys Workbench. 
Klíčová	slova:	





This Master  thesis desires  the design of methodology  for  calculating  shaft deflection  and 
critical  speed of electric machines. There are  two methods used. The  first one  is  transfer 
matrix  method,  which  is  represented  by  a  simple  programme  for  shaft  creation  and 
calculating needed  results built  in  the Matlab  software.  The  second one  is  finite element 
method, which is presented in the Ansys Workbench software. 
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při  které  vzniká  magnetické  pole.  Toto  pole  pak  působí  na  rotor  i  stator  výsledným 
magnetickým  tahem.  V současnosti  je  samozřejmostí  používání  softwaru  pro  řešení 
matematických a fyzikálních problémů, ale zahrnutí magnetického tahu do výpočtu v těchto 
softwarech není vždy nejjednodušším úkolem. 
V této  práci  bude  navržena  metodika  pro  výpočet  průhybu  a  kritických  otáček  hřídele 











program,  který  uživateli  umožní  ve  zjednodušené  míře  vymodelovat  hřídel  a  vypočítat 
požadované výsledky. 




získané  vytvořeným  programem  v prostředí  Matlab  a  hodnoty  z programu  Ansys 
Workbench. 






Rotační  elektrické  stroje  mají  mezi  rotorem  a  statorem  malou  vzduchovou  mezeru.  Na 




Ve  skutečnosti  však  není  velikost  mezery  po  celém  obvodu  konstantní.  Může  to  být 
zapříčiněno  geometrickými  odchylkami  statoru  a  rotoru  od  ideálního  válcového  tvaru, 
výrobními  tolerancemi,  statickou  nebo  dynamickou  excentricitou  (obr.  3.1).  Toto  má 
za výsledek  vznik  magnetických  sil,  které  se  navzájem  nevyruší.  Výslednice  těchto  sil  je 
označována jako magnetický tah. [1] 
eε











větší než  tangenciální, a proto magnetický  tah působí přibližně ve  směru, kde  je nejmenší 












Matematicky můžeme  definovat magnetický  tah  pomocí  následujících  rovnic  (je  to  jeden 
z několika možných způsobů). [2] 
Velikost odchylky ߜ závislé na úhlu natočení rotoru ߝ excentricitě ݁ 
ߜሺߝሻ ൌ ߜ௠ ∙ ሺ1 ൅ ݁ ∙ cos ߝሻ (3‐1)
 
a velikost síly ܨ v místě natočení ߝ 
ܨሺߝሻ ൌ ܥሺ1 ൅ ݁ ∙ cos ߝሻଶ  (3‐2)
 
A na závěr celková velikost magnetické síly působící mezi rotorem a statorem 
ܨ௠௔௚ ൌ න ܨሺߝሻ ∙ ݀ߝ
୻






ܥெ ൌ ܨ௠௔௚݁   (3‐4) 
Definice magnetického tahu rovnicí (3‐4) umožňuje analogii s mechanickou pružinou, proto 
je v článku [2] zaveden také název magnetická tuhost. 
ܨ௠௔௚ ൌ ܥெ ∙ ݁	




Rovnice  (3‐5a)  a  (3‐5b)  vyjadřují  podobnost  do  té míry,  že  velikost  síly  je  přímo  úměrná 
velikosti odchylky  (u magnetické  síly  se  jedná o  excentricitu, u mechanické  síly o  stlačení 
pružiny). Rozdílem je opačný směr působení (ܨ௞ – tlaková, ܨ௠௔௚ – tahová). 
 
Další možnost výpočtu magnetického  tahu  je na  základě  charakteristik magnetického pole 
způsobujícího vznik tahu a geometrie rotoru. [3] 


















ݓᇱᇱሺݔሻ ൌ െܯ௢௬ሺݔሻܧ ∙ ܬ௬   (4‐1)
 
Dvojí  integrací  této  rovnice  získáme  rovnici  vyjadřující  průhyb  po  celé  délce  hřídele. 
Pro konkrétní výsledek je nutné výpočet doplnit o okrajové podmínky. Výhodami metody je 
možnost  řešení  velkých  průhybů,  určení  velikosti  průhybu  a  natočení  v kterémkoli místě 
a určení extrému průhybu  i v případě, že neznáme  jeho polohu. Mezi nevýhody metody  lze 
zařadit matematickou složitost a to, že nelze zahrnout vliv posouvající síly. [4] 
4.2 Castiglianova	věta	–	integrální	přístup	
Máme‐li  lineárně pružné těleso zatížené silou,  je posuv v působišti síly po  její nositelce dán 
jako parciální derivace celkové energie napjatosti tělesa podle této síly. Při řešení dosadíme 
energii napjatosti do Castiglianovy věty a derivujeme podle působící síly [4] 
ݓ௝ ൌ ߲ܹ߲ܨ௝ ൌ න
ܯ௢௬
ܧ ∙ ܬ௬ ∙
߲ܯ௢௬
߲ܨ௝ ݀ݔ ൅ ߚන
ܶ















Metoda  udává  možnost  formulace  obecného  řešení  diferenciálních  rovnic.  Principem  je 
převedení okrajového problému na problém počáteční. Integrační konstanty  jsou vyjádřeny 
pomocí  stavových  veličin  v počátku  souřadnicového  systému,  takzvaných  počátečních 
parametrů. [5] 
4.4 Metoda	přenosových	matic	
Jedná  se o maticovou  formu metody počátečních parametrů.  Je velmi účinným nástrojem 
pro  řešení úloh se sériově řazenými dílčími prvky. Ve srovnání s metodou konečných prvků 









 jsou  splněny prutové předpoklady  (geometrické, vazbové a  zatěžovací, deformační, 
napjatostní) 




Prostý  ohyb  lze  ještě  zjednodušit  na  ohyb  základní,  při  kterém  uvažujeme  pouze  jednu 
nenulovou složku ohybového momentu (ܯ௢௬ ് 0, ܯ௢௭ ൌ 0). [4] 
 
Kterékoli místo rotoru je popsáno stavovým vektorem ሼݒሽ. [6] 







Základním  principem  metody  je  transformace  stavového  vektoru  ሼݒሽ଴  v počátku 
souřadnicového  systému  na  stavový  vektor  ሼݒሽ௫  v obecném  místě.  Tuto  transformaci 
zajišťuje  přenosová  matice ሾܥሿ௫,଴ .  Přenosový  vztah  (transformační  rovnice)  je  vyjádřen 
následujícím vztahem 




čtyřnásobné  integraci  úplné  diferenciální  rovnice  prostého  ohybu  přímého  nosníku  (5‐3a) 
dostaneme následující rovnice 
ݒሺூ௏ሻሺݔሻ ൌ 0  (5‐3a)
ݒᇱᇱᇱሺݔሻ ൌ ܿଵ  (5‐3b)
ݒᇱᇱሺݔሻ ൌ ܿଵ ∙ ݔ ൅ ܿଶ  (5‐3c)
ݒᇱሺݔሻ ൌ ܿଵ ∙ ݔ
ଶ
2 ൅ ܿଶ ∙ ݔ ൅ ܿଷ  (5‐3d)
ݒሺݔሻ ൌ ܿଵ ∙ ݔ
ଷ
6 ൅ ܿଶ ∙
ݔଶ























0 1 ݔ ݔ
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20 0 1 ݔ











ሼݒሽ௫ᇱ ൌ ሾܨሿ௫ ∙ ሼܿሽ	,  (5‐4b)
 
kde 





ሼݒሽ଴ᇱ ൌ ሾܨሿ଴ ∙ ሼܿሽ  (5‐5)
 
a následnou úpravou 
ሼܿሽ ൌ ሾܨሿ଴ିଵ ∙ ሼݒሽ଴ᇱ  .  (5‐6)
 
Následně dosadíme (5‐6) do (5‐4b) 










1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 െܧ ∙ ܬ 0











ሼݒሽ௫ ൌ ሾܴሿ ∙ ሼݒሽ௫ᇱ  .  (5‐8b)
 
Poté pomocí (5‐8b) vyloučíme vektor ሼݒሽ௫ᇱ  z (5‐7) 
ሾܴሿିଵ ∙ ሼݒሽ௫ ൌ ሾܨሿ௫ ∙ ሾܨሿ଴ିଵ ∙ ሾܴሿିଵ ∙ ሼݒሽ଴ (5‐9)
 
a úpravou vychází výsledný přenosový vztah 
ሼݒሽ௫ ൌ ሾܴሿ ∙ ሾܨሿ௫ ∙ ሾܨሿ଴ିଵ ∙ ሾܴሿିଵ ∙ ሼݒሽ଴ ,  (5‐10)
 
ze kterého je již snadno odvodit přenosovou matici 




Tento vztah lze ještě zjednodušit na základě ሾܨሿ଴ିଵ ∙ ሾܴሿିଵ ൌ ሾܴሿିଵ na 








ۍ1 ݔ െ ݔ
ଶ
2 ∙ ܧ ∙ ܬ െ
ݔଷ
6 ∙ ܧ ∙ ܬ
0 1 െ ݔܧ ∙ ܬ െ
ݔଶ
2 ∙ ܧ ∙ ܬ
0 0 1 ݔ








Rozšíříme‐li  celý  přenosový  vztah  (5‐2)  o  formální  identitu 1 ൌ 1, můžeme  do  přenosové 














ۍ1 ݔ െ ݔ
ଶ
2 ∙ ܧ ∙ ܬ െ
ݔଷ
6 ∙ ܧ ∙ ܬ ܨ௪
0 1 െ ݔܧ ∙ ܬ െ
ݔଶ
2 ∙ ܧ ∙ ܬ ܨఝ





















Pro  praktické  využití  metody  je  potřeba  určit  přenosovou  matici  mezi  pravým  a  levým 












ሼݒሽଵ ൌ ሾܥሿଵ,଴ ∙ ሼݒሽ଴ (5‐15a)
ሼݒሽଶ ൌ ሾܥሿଶ,ଵ ∙ ሼݒሽଵ (5‐15b)
ሼݒሽଷ ൌ ሾܥሿଷ,ଶ ∙ ሼݒሽଶ (5‐15c)
 
Dosazením (5‐15c) do (5‐15b) získáme přenosový vztah pro úsek II+III 
ሼݒሽଷ ൌ ሾܥሿଷ,ଶ ∙ ሾܥሿଶ,ଵ ∙ ሼݒሽଵ ൌ ሾܥሿଷ,ଵ ∙ ሼݒሽଵ . (5‐16)
 
Stejným způsobem následně získáme přenosový vztah pro celou hřídel. 
ሼݒሽଷ ൌ ሾܥሿଷ,ଶ ∙ ሾܥሿଶ,ଵ ∙ ሾܥሿଵ,଴ ∙ ሼݒሽ଴ ൌ ሾܥሿଷ,଴ ∙ ሼݒሽ଴ . (5‐17)
 
Tento postup lze zobecnit pro ݊ prvků 










Nejjednodušší  variantou  je model,  ve  kterém  se  celé  ložisko  nahradí  pružnou  podporou. 
Podstata  náhrady  spočívá  v redukci  všech  účinků  ložiska  na  tuhost  pružiny  uchycené 
v jediném bodě  (obr. 5.2).  [6] Výhodou  tohoto modelu  je  jednoduchost, ale nevýhodou  je 
zanedbání ostatních parametrů, jako je například reálná šířka  ložiska, což ale není tak velké 













na  ně  pohlížet  jako  na  jeden  složitý  model,  ze  kterého  se  postupným  zanedbáváním 
parametrů  stávají  modely  jednodušší,  nebo  na  několik  samostatných  modelů.  Přehled 
parametrů ložiska je uveden v tab. 5.1 a základní přehled modelů je uveden v tab. 5.2. 
Tab. 5.1 Parametry ložiska [7] 
parametr  význam  parametr  význam 
݇௜௝  tuhost ložiska  ܿ௜௝ tlumení ložiska ത݇௜௝  tuhost uložení ložiska  ܿ௜̅௝  tlumení v uložení ložiska 







































































































je  formálně  rozšířena.  V této matici  je mnoho  parametrů  počítaných  složitými  rovnicemi 
(úplné  znění  lze nalézt v [7]). Pro použití v této práci  jsou modely nevyhovující, protože  je 
uvažován pouze dvourozměrný model s ohybem v jedné rovině. 
Vhodný model  získáme  úpravou  komplexního modelu,  ve  kterém  je  působení  rozloženo 
do os  y  a  z. Úprava  tkví  v předpokladu  izotropického  ložiska, pro  které  zavedeme  rovnost 
některých parametrů (tab. 5.3) a tím i výrazné zjednodušení přenosové matice. [7] 
Tab. 5.3 Zjednodušení parametrů [7] 
݇ ൌ ݇௬௬ ൌ ݇௭௭ ത݇ ൌ ത݇௬௬ ൌ ത݇௭௭ 
ܿ ൌ ܿ௬௬ ൌ ܿ௭௭ 
ܿ̅ ൌ ܿ௬̅௬ ൌ ܿ௭̅௭ 



















ۍ1 0 0 0 00 1 0 0 0
0 0 1 0 0
ݖ 0 0 1 0
















ݖ ൌ ሺ݇ ൅ ݏܿሻ ∙ ൫ത݇ ൅ ݏܿ̅ ൅ ݏ
ଶ݉൯
݇ ൅ ݏܿ ൅ ത݇ ൅ ݏܿ̅ ൅ ݏଶ݉   (5‐20)
 
ݏ ൌ Ω		pro	vynucené kmitání




























Magnetický  tah  lze  při  výpočtu  uvažovat  jako mechanickou  pružinu  s obráceným  směrem 
působící síly. Vyjdeme‐li z tohoto předpokladu, výsledná matice prvku s magnetickým tahem 
bude  velice  podobná matici  pružné  podpory.  Jediným  rozdílem  bude  záporné  znaménko 
u hodnoty magnetického  tahu  (jednoduše  řečeno  se  jedná  o model  pružiny  se  zápornou 
tuhostí). [6] 
Na  rozdíl  od  mechanické  pružiny  nebo  ložiska  však  nelze  magnetický  tah  zjednodušit 
působištěm v jediném bodě, protože délka oblasti působení je významná vzhledem k celkové 
délce  hřídele.  Proto  je  výsledná  přenosová matice  kombinací  jednoduchých  prvků  hřídele 
s prvkem pružiny se zápornou tuhostí. 
Princip vytvoření matice  je velmi  jednoduchý. Celý prvek s magnetickým tahem  je rozdělen 
na poloviny (matice jednoduchého prvku) a mezi nimi jeden prvek pružiny (obr. 5.5). 
tb ‐ šířka ložiska 
Txl/xr  ‐ posouvající  síla  ve  směru 
x (levý/pravý konec) 

















Pro zpřesnění výpočtu  je dobré rozdělit prvek na více  jak dvě části  (obr. 5.6). Při rozdělení 
na více než dvě části je samozřejmě nutné poměrným dílem i rozdělit hodnotu magnetického 
tahu. [6] 
-C  / 4M -C  / 4M -C  / 4M -C  / 4M







Metoda  přenosových  matic  byla  použita  ve  spojení  s výpočtovým  a  programovacím 
prostředím  Matlab  k vytvoření  programu  pro  výpočet  hřídele.  Matlab  není  nejvhodnější 
pro tvorbu uživatelských aplikací, ale na rozdíl od jiných prostředí umí velmi dobře pracovat 
s maticemi. 






















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Do  výpočtu  vstupuje  dvouúrovňové  pole  přenosových matic.  Prvním  krokem  výpočtu  je 
převedení  víceúrovňového  pole  na  pole  jednoúrovňové.  Následně  jsou  nahrazeny 
symbolické  proměnné  konkrétními  hodnotami.  Těmito  proměnnými  jsou  Youngův modul, 
hustota a gravitační zrychlení. Toto řešení umožňuje měnit před spuštěním nového výpočtu 
materiál hřídele bez nutnosti zadávání celé geometrie znovu. Program toto umožňuje pouze 
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magnetický tah  1 pružina 3 pružiny 7 pružin 
ሾܰ ∙ ݉݉ିଵሿ  ሾ݉݉ሿ  ሾ݉݉ሿ ሾ݉݉ሿ	
1 0,09275  0,09275  0,09275 
10  0,09282  0,09281  0,09280 
100  0,09355  0,09337  0,09331 
1000  0,10143  0,09944  0,09875 
5000  0,16222  0,13986  0,13330 
10000  0,64610  0,28466  0,23724 
11000  1,58219  0,35905  0,28113 
12000  9,77915  0,47763  0,34110 
 
Z hodnot  v tabulce  je  vidět,  že pokud  je použito  více pružin,  je průhyb  lépe aproximován. 
Postupným  zvětšováním  velikosti  hodnoty  magnetického  tahu  roste  i  průhyb  hřídele. 
Při zadání  vysokých  hodnot  výpočet  přestává  být  lineární  a  posléze  přestává  dávat 






















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































m = 1 020 kg
















koeficienty tuhosti ložisek  ሾܰ ∙ ݉݉ିଵሿ	
݇ଵ௬௬ 3 ∙ 10଻ 
݇ଵ௭௭	 3 ∙ 10଻ 
݇ଶ௬௬ 2,8 ∙ 10଻ 
݇ଶ௭௭	 2,8 ∙ 10଻ 
koeficienty tlumení ložisek  ሾܰ ∙ ݏ ∙ ݉݉ିଵሿ	
ܿଵ௬௬	 1 ∙ 10ସ 
ܿଵ௭௭	 1 ∙ 10ସ 
ܿଶ௬௬ 8 ∙ 10ଷ 
ܿଶ௭௭	 8 ∙ 10ଷ 
koeficient tuhosti magnetického tahu  ሾܰ ∙ ݉݉ିଵሿ	
ܥெ௬	 െ1 ∙ 10ହ 
ܥெ௭	 െ1 ∙ 10ହ 
materiálové vlastnosti   
ܧ  210 000 ܯܲܽ 























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































koeficient tuhosti magnetického tahu  ሾܰ ∙ ݉݉ିଵሿ	
ܥெ	 െ1 ∙ 10ହ 
materiálové vlastnosti   
ܧ  210 000 ܯܲܽ 
ߩ  7 850 ݇݃ ∙ ݉ିଷ 
ߤ  0,3
 
Při  zadávání  vazeb  je  postupováno  obdobně  jako  v  kapitole  7.3.  Jediným  rozdílem  je, 
že pružinové prvky nejsou  zadávány  jako  vázané  k základnímu  tělesu,  ale  jako  vazba mezi 
dvěma  tělesy  (nabídka  Body‐Body). Následně  je  stator  vázán  k základnímu  tělesu  pomocí 
vazby Fixed Support. 































































Byl  vytvořen  program  Hřídel  v prostředí  Matlab,  který  umožňuje  uživateli  vypočítat 
průhybovou čáru a kritické otáčky hřídele. Pro výpočet v tomto programu je použita metoda 
přenosových matic,  která  je  také  popsána.  Při  zadávání  parametrů  lze  zadat materiálové 
charakteristiky  pro  hřídel,  možnost  přidání  působení  gravitačního  pole,  pásmo  otáček, 
uložení a po  jednotlivých prvcích geometrii a zatížení hřídele. Pro zobrazení výsledných dat 




na počítače,  ve  kterých  je nainstalován buď program Matlab  ve  stejné  verzi,  jako byla  ta, 
ve které byla  aplikace naprogramována  (R2012b), nebo  kompilátor MCR  firmy Mathworks 
ve stejné verzi (8.0). Variantou je spouštět aplikaci přímo ze skriptu (je nutný pouze Matlab, 
ale  nezáleží  na  verzi).  I  přes  tuto  nevýhodu  bylo  zvoleno  toto  programovací  prostředí, 
protože  zvládá  bez  problémů  počítat  s maticemi.  To  bylo  výhodné,  protože  celý  postup 
výpočtu  byl  založen  na  násobení matic  a maticových  rovnicích.  V jiných  programovacích 
prostředích by bylo nutné doplnit program o externí knihovny, které umí počítat s maticemi. 
V programu Ansys Workbench  je vytvořen  jednoduchý model, na kterém  je demonstrován 
princip  zadávání magnetického  tahu.  Je  zvolena metoda pomocí pružinového elementu  se 
zápornou  tuhostí.  Zároveň  je provedena  simulace  se  zadáváním  více pružin pro  zpřesnění 
výpočtu. Byly provedeny simulace s jednou, třemi a sedmi pružinami. Z výsledných hodnot je 
vidět, že pokud je použito více pružin, je průhyb lépe aproximován. Postupným zvětšováním 




Následně  je  popsána  metodika  v programu  Ansys  Workbench  pro  vytvoření  modelu 
a simulace pro statickou a modální analýzu hřídele se zahrnutím vlivu magnetického tahu. 
Na dvou modelech je provedeno porovnání výsledků získaných metodou přenosových matic 
v programu  Hřídel  a  výsledků  získaných  metodou  konečných  prvků  v programu  Ansys 
Workbench. Prvním  je  rotor elektromotoru převzatý  z  [3] a druhým  je hřídel  servomotoru 
AF502 převzatá z [6]. Při porovnání hodnot průhybu byla odchylka metod do 5 % s výjimkou 
velmi mála  bodů,  které  tuto  hranici  přesáhly.  Tento  rozdíl  je možné  odůvodnit  velikostí 
elementů  konečně  prvkové  sítě  v případě  metody  konečných  prvků.  V případě  metody 
přenosových matic  lze  lepší aproximace dosáhnout  rozdělením celistvých úseků hřídele na 
menší díly. Odchylka hodnoty reakcí ve vazbách byla do 2 %, což  je velmi příznivý výsledek. 
Při porovnání hodnot  kritických otáček  se odchylka pohybovala do 6 %,  což  lze považovat 
za akceptovatelný výsledek. 
V poslední  části  je  demonstrováno  ovlivnění magnetickým  tahem  nejen  rotoru,  ale  také 


























































ܿ, ܿ௜௝   ሾܰ ∙ ݏ ∙ ݉ିଵሿ  tlumení ሺ݅, ݆ ൌ ݕ, ݖሻ 
ܿ̅, ܿ௜̅௝  ሾܰ ∙ ݏ ∙ ݉ିଵሿ  tlumení uložení ሺ݅, ݆ ൌ ݕ, ݖሻ 






ܨ௞  ሾܰሿ  síla v pružině ܨ௠௔௚  ሾܰሿ  magnetická síla 
݃  ሾ݉ ∙ ݏିଶሿ  gravitační zrychlení 
ܩ  ሾܲܽሿ  modul pružnosti ve smyku 
ܫ  ሾ݇݃ ∙ ݉ଶሿ  moment setrvačnosti 
ܬ, ܬ௬, ܬ௭  ሾ݉ସሿ  kvadratický moment průřezu 




݉, ݉௜  ሾ݇݃ሿ  hmotnost ሺ݅ ൌ ݕ, ݖሻ 




ݐ௕  ሾ݉ሿ  šířka ložiska ܶ,  ௜ܶ  ሾܰሿ  posouvající síla 





ߩ  ሾ݇݃ ∙ ݉ିଷሿ  hustota 
߮  ሾݎܽ݀ሿ  natočení střednice 
߱  ሾݎܽ݀ ∙ ݏିଵሿ  úhlová frekvence 
Ω  ሾݎܽ݀ ∙ ݏିଵሿ  úhlová frekvence vynuceného kmitání 












































































































































0 1 െ ௅ா∙௃ െ
௅మ
ଶ∙ா∙௃ 0
0 0 1 ܮ 0
0 0 0 1 0

































0 0 1 ܮ ିௌ∙ఘ∙௚∙௅మଶ0 0 0 1 െܵ ∙ ߩ ∙ ݃ ∙ ܮ











































0 0 0 1 െቀܵ ∙ ߩ ∙ ݃ ൅ ௠∙௚௟௠ ቁ ∙ ܮ



















ۍ1 0 0 0 00 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 െܨ













ۍ1 0 0 0 00 1 0 0 0
0 0 1 0 0
݇ 0 0 1 0
















ۍ 1 0 0 0 00 1 0 0 0
0 ܫ ∙ ߱ଶ 1 0 0
െ݉ ∙ ߱ଶ 0 0 1 0















ۍ1 0 0 0 00 1 0 0 0
0 0 1 0 0
ݖ 0 0 1 0





ݖ ൌ ሺ݇ ൅ ߱ܿሻ ∙ ൫ത݇ ൅ ߱ܿ̅ ൅ ߱
ଶܯ൯








































0 0 1 ௅ଶ 00 0 0 1 0











ۍ 1 0 0 0 00 1 0 0 0
0 0 1 0 0

























0 0 1 ௅ଶ 00 0 0 1 0
























ߛ ∙ ସܸሺߛ ∙ ܮሻ ଵܸሺߛ ∙ ܮሻ െ ௏మሺఊ∙௅ሻఊ∙ா∙௃ െ
௏యሺఊ∙௅ሻ
ఊమ∙ா∙௃
െߛଶ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଷܸሺߛ ∙ ܮሻ െߛ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ସܸሺߛ ∙ ܮሻ ଵܸሺߛ ∙ ܮሻ ௏మሺఊ∙௅ሻఊ








ଵܸሺߛ ∙ ܮሻ ൌ ଵଶ ∙ ሾcoshሺߛ ∙ ܮሻ ൅ cosሺߛ ∙ ܮሻሿ   
ଶܸሺߛ ∙ ܮሻ ൌ ଵଶ ∙ ሾsinhሺߛ ∙ ܮሻ ൅ sinሺߛ ∙ ܮሻሿ   
ଷܸሺߛ ∙ ܮሻ ൌ ଵଶ ∙ ሾcoshሺߛ ∙ ܮሻ െ cosሺߛ ∙ ܮሻሿ   
ସܸሺߛ ∙ ܮሻ ൌ ଵଶ ∙ ሾsinhሺߛ ∙ ܮሻ െ sinሺߛ ∙ ܮሻሿ  













1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0









1 0 0 0
0 1 0 0
0 ܫ ∙ Ωଶ 1 0






1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




ݖ ൌ ሺ݇ ൅ Ωܿሻ ∙ ൫ത݇ ൅ Ωܿ̅ ൅ Ω
ଶܯ൯























െߛଶ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଷܸ ቀߛ ∙ ௅ଶቁ െߛ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ସܸ ቀߛ ∙
௅





െߛଷ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଶܸ ቀߛ ∙ ௅ଶቁ െߛଶ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଷܸ ቀߛ ∙
௅
ଶቁ ߛ ∙ ସܸ ቀߛ ∙
௅












1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0























െߛଶ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଷܸ ቀߛ ∙ ௅ଶቁ െߛ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ସܸ ቀߛ ∙
௅





െߛଷ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଶܸ ቀߛ ∙ ௅ଶቁ െߛଶ ∙ ܧ ∙ ܬ ∙ ଷܸ ቀߛ ∙
௅
ଶቁ ߛ ∙ ସܸ ቀߛ ∙
௅











Pokud  se  jedná  o  prvek  s přídavnou  hmotou  je  nutné  přepočítat  hustotu  a  následně 
parametr gamma podle výše uvedených rovnic. 
